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Introduccion

Los entornos de aprendizaje informaticos se han desarrollado hasta tal punto
que ya no es posible hablar de nuevas tecnologias para la ensefianza/aprendizaje
de las matematicas. Lo que puede ser nuevo es nuestra toma de conciencia acerca de
los problemas que se le ha planteado al profesorado al ejercer su tarea profesional
con el ordenador. En concreto, los micromundos matematicos permiten ofrecer a
los estudiantes entornos mas relevantes y poderosos para dotar de significado a los
conceptos matematicos. Sin embargo, estos entornos modifican el tipo de mate-
maticas que se puede ensefiar, el conjunto de problemas y las estrategias didacti-
cas. El conocimiento profesional del profesor también debe modificarse. El modo
en que se evalua y se da soporte a los estudiantes debe tener en cuenta las carac-
teristicas de la tecnologia. Analizaré estos aspectos para entender mejor el tipo de
soporte que debe prestarse al profesorado, para ayudarle a utilizar eficazmente
esta vieja nueva tecnologia.

La gran evolucion de buena parte de tecnologias informaticas que ha tenido
lugar a lo largo de la ultima década puede describirse, al menos desde el punto de vista
de las aplicaciones que conllevan interacciones entre la persona y la maquina, como
el desarrollo de una creciente toma de conciencia de la necesidad de un cambio de
enfasis desde el procesamiento de la informacion al procesamiento del conocimiento.

La definicion inicial de infarmacion, en el sentido propuesto por Shannon (1981),
se basa en una clara separacion entre el significado y la forma del mensaje. Como se
sabe, la ciencia computacional se ha desarrollado inicialmente a partir del problema del
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tratamiento automatico de la informacion, es decir, del tratamiento de la forma inde-
pendientemente del significado. Este dominio recibio incluso el nombre de informati-
ca en muchas lenguas (informatique, informatik, informatics, etc.). El desarrollo de la
inteligencia artificial, al principio de los afios setenta, condujo a una creciente toma de
conciencia de la necesidad de tener en cuenta el significado; en particular, cuando lo
que esta en juego es la interaccion entre las maquinas y los seres humanos. Esta evo-
lucién culmind, desde el punto de vista de la educacion, cuando quedd claro que la pe-
ricia de las maquinas no podia traspasarse a los seres humanos (Clancey, 1983).

Pero la conciencia de la necesidad de tener en cuenta el significado y, como
consecuencia, la necesidad de considerar las relaciones entre significado y forma,
entre los simbolos y su organizacidn, no ha recibido toda la atencion que merecia.
Ademas, todavia existen puntos de vista bastantes ingenuos segun los cuales la inte-
raccion con un ordenador podria eludir las reglas basicas de la semio6tica que sugie-
ren que codificar parte del conocimiento acarrearia, como consecuencia inevitable,
la pérdida del significado y |la emergencia de significado no intencionado.

Desde estos puntos de vista, una de las problemdticas (problématiques) domi-
nante de la representacion del conocimiento es la fidelidad de los medios usados con
relacion al conocimiento representado (para un andlisis de los diferentes tipos o nive-
les de fidelidad, véase Wenger, 1987, especialmente pp. 84-85 y 312-314). Esta proble-
matica ignora lo que incluso Georges Steiner, un conocido catedratico de literatura en
Cambridge, menciona como la transmutacion del conocimiento cuando éste pasa de
un medio a otro, por ejemplo, de un texto a una pelicula. Si esto es asi, entonces el tema
en cuestion no es la fidelidad sino |a capacidad para explicitar de qué forma la nueva
representacion puede provocar interferencias con el significado intencionado.

Por consiguiente, tanto desde el punto de vista del alumnado como desde el del
profesorado, el conocimiento es la esencia de la interaccion con la maquina. Pero el co-
nocimiento no puede simplemente leerse en la pantalla, es el resultado de una cons-
truccidn en el proceso de interaccion con la maquina. Tanto si la interaccion trata este
objetivo directamente, como sucederia a lo largo del dialogo presente en una clase ma-
gistral, o lo trata indirectamente, como seria el caso de las estrategias de aprendizaje por
descubrimiento, la forma en que se resuelve dicha interaccién restringe el conocimien-
to construido por el aprendiz. Ejemplificaré esta dificultad y finalmente propondré que
quizas el problema surgido deba analizarse desde el punto de vista de la modelizacion.

A continuacion estableceré el contexto de este capitulo a partir de todos estos temas.

Modelizacion 1: la dimension experimental de las
matematicas

Los tipos de software que han influido notablemente en la ensefianza y el apren-
dizaje de las matematicas son las hojas de calculo, los sistemas de dlgebra computacio-
nal (CAS) y los micromundos. Mientras que los dos primeros se han importado al mundo
de la educacion desde sistemas inicialmente dirigidos a usos profesionales, el Gltimo ha
sido especificamente disefiado para propositos educativos. Por ello, prestaré mayor aten-

| 94



cion al caso de los micromundos, especiaimente a aquellos dedicados a la geometria.

LOGO es un ejemplo prototipo de micromundo. A partir de unas herramientas
sencillas y basicas, el aprendiz puede construir objetos mas y mas sofisticados y de-
finir herramientas mas y mas complejas para futuras investigaciones. En cierto modo,
el micromundo evoluciona a medida que crece el conocimiento del aprendiz. Esta es
una caracteristica clave de los micromundos y una diferencia significativa entre los
micromundos y la mayoria de sistemas. Aunque no esta dedicado a la geometria,
LOGO es el primer ejemplo de un micromundo geométrico; las figuras geométricas se
obtienen como si fueran las huellas dejadas por una tortuga mientras se ejecuta un
programa expresado en términos de movimientos hacia atras, hacia adelante y giros
sobre la pantalla. Este micromundo requiere que el alumno construya un sélido
puente entre las representaciones simbolicas de los objetos geométricos en el len-
guaje LOGO y la representacion grafica que se muestra en la pantalla.

Los entornos geométricos dinamicos (DGEs) son micromundos que se disefiaron es-
pecificamente para la geometria en los arios ochenta. Dos de ellos son particularmente
conocidos, Cabri-géométre (Laborde J. M., 1985) y Geometer Sketchpad (Jackiw, 1991). El
principio basico de su disefio es permitir la construccion de figuras geométricas partien-
do de objetos bésicos,z(puntos, lineas rectas, segmentos, circulos, etc.) y relaciones'(punto
medio, perpendicular, paralela, etc.] que el usuario selecciona a partir de un menu. Una
vez se ha dibujado la figura, se pueden mover sus puntos basicos y observar sus modifi-
caciones en la pantalla, en la que cada parte del dibujo se mueve de forma continua y di-
ferenciada. Todas las limitaciones que el usuario ha establecido explicitamente se man-
tienen mientras éste arrastra el punto por la pantalla. Por tanto, se trabaja con mucho
mas que un dibujo, se trabaja con una categoria de dibujos, cada uno de los cuales es un
caso de una misma figura geométrica. Al mismao tiempo, proporciona a los estudiantes
una herramienta para la validacion de las propiedades que pueden percibirse en la pan-
talla: una propiedad sera probablemente cierta solo si se mantiene valida mientras se
arrastran los puntos basicos de la construccion. En otras palabras, una propiedad geomeé-
trica es un invariante perceptual. A medida que los estudiantes aprenden mas geometria,
tienen la posibilidad de construir herramientas mas sofisticadas para la resolucion de pro-
blemas; por tanto, los DGEs les permiten adaptar el micromundo al especificar las ma-
croconstrucciones. En Cabri-géométre, por ejemplo, estas macroconstrucciones, que son
funciones graficas, aparecen como nuevos elementos de! menu desplegable Construccion.

Al ofrecer la posibilidad de una exploracién abierta de las propiedades de las
construcciones geométricas, asi como de construir sucesivas herramientas cada vez
mas poderosas y, por otro lado, gracias al feedback y al comportamiento que se di-
sefiaron de manera especifica para la geometria, este tipo de software proporciona
un entorno que muy probablemente facilitard el aprendizaje de la geometria. Pero,
icomo transforman la vida del profesor? {véase modelizacion 3).

Tomemos el caso del circumcentro. Usando un DGEs es relativamente facil pro-
ducir una construccion y ver en la pantalla que las tres mediatrices de los lados de
un triangulo se cortan en un punto, y que el punto de interseccion es el centro del
circulo que pasa por sus tres vértices. La manipulacion directa de los vertices del trian-
gulo demuestra la solidez o consistencia del hecho que se ve en la pantalla. Esta evi-
dencia perceptual es tan fuerte que incluso puede hacer que los estudiantes no
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lleguen a entender por qué es necesario demostrarlo. Hasta cierto punto, la eficien-
cia del software ha eliminado la necesidad de demostracion.

Esta observacion no es nueva y se aplica a casi todas las nuevas tecnologias
cuando éstas dotan a las matematicas de instrumentos que parece que proporcionan
la respuesta. Las hojas de calculo hacen calculos, el sistema CAS proporciona la gra-
fica de las funciones y sus propiedades basicas y los DGE muestran a través de la sim-
ple visualizacion la validez de afirmaciones geométricas.

En matematicas, trasformar las herramientas que se usan conduce a un cambio
de los problemas que resulta interesante plantear, mas que a una transformacion de
las matematicas en si, como muchas veces se ha afirmado. Me gustaria citar, como
minimo, dos tipos de transformaciones:

. Por un lado, la tecnologia informatica ofrece la posibilidad de tratar pro-
blemas y experimentar situaciones que sin ella no serian accesibles para la
ensefanza y el aprendizaje.

. Por otro lado, dicha tecnologia abre |a posibilidad de adoptar un enfoque ex-
perimental de las matematicas que cambia la naturaleza de su aprendizaje.

El primer tipo de transformacién es a menudo enfatizado por los partidarios de
innovaciones pedagoégicas basadas en la tecnologia. Un tema como el de «el Eirculo
de nueve puntos» se puede tratar de nuevo con los DGEs, lo que hace que dentro de
las limitaciones del sistema escolar actual, [imitaciones de coste cognitivoy de tiem-
po, sea posible construir una figura y explorar sus propiedades y como justificarlas,
algo que seria del todo imposible en clases con alumnos y alumnas que tuvieran una
habilidad media para dibujar las figuras sobre papel. La afirmacién de que los entor-
nos informaticos reducen la complejidad de las tareas debido a su poder computa-
cional es un argumento bastante comun y generalizado. Sin embargo, es mucho mas
interesante el caso de los problemas que se pueden proponer en estos entornos pero
que apenas podrian considerarse trabajando con lapiz y papel.

Imaginemos una version personalizada de Cabri-géométre con un mend que
solo ofreciera las siguientes herramientas: punto, linea y reflexion, y el siguiente pro-
blema (cuadro 1).

Cuadro 1
- Fichier” Edition’
[w] lefemy

Dado un punto y una linea, construye
una linea paralela que pase por el
punto dado (personalizar la barra del
menu es una de las caracteristicas ba-
sicas de Cabri-géometre).

| 96




Un problema de este tipo resultaria bastante artificial planteado sobre el
papel, ya que obligaria al profesor a prohibir arbitrariamente el uso de las herra-
mientas para dibujar directamente la linea paralela con la regla y el compas. Por el
contrario, en el entorna DGE el alumno debera usar las propiedades basicas de la re-
flexion. Existen muchos ejemplos de este tipo que dan una nueva perspectiva al
valor de algunos conceptos geométricos. El concepto de lugar geométrico se ha be-
neficiado del desarrollo de los DGEs, renovando su interés, al permitir conexiones y
su modelizacion.

Pero estas promesas contrastan con la reticencia del profesorado, reticencia
que no puede justificarse unicamente por la falta de hardware en las escuelas. Un es-
tudio citado por el INRP en 1992 demuestra que en los paises industrializados el 85%
de los nifos y ninas de 13 afos usan calculadoras, pero menos del 10% han apren-
dido a usarlas con sus profesores. También muestra que sélo el 15% de la ensefanza
y €l 3% de los ejercicios y problemas han sido disefiados para acomodar estas tecno-
logias tan expandidas.

No tengo datos parecidos referentes al uso del ordenador, pero todos
podemos imaginar lo que ocurre con el ordenador; es suficiente un rapido vistazo a
la evolucion de los libros de texto y al modo en que incorporan las calculaddras o el
ordenador.

Tal y como Cuban analizé en su clasico estudio del uso de la tecnologia en las
aulas, los profesores

[..] o bien se resistirdn o se sentirdn indiferentes a cambios que consideran irrelevan-

tes para su prdctica, que incrementan su carga sin aportar beneficios al aprendizaje de

sus alumnos o que debiliten su control de la clase. (Cuban, 1986, p. 71)

A menudo se dice que el software educativo, al igual que todas las tecnologias
educativas avanzadas, incluyendo las calculadoras de bolsillo, abre paso a un enfo-
que experimental a |a resolucion de problemas matematicos.

Con un DGE se puede explorar el caso del cuadrilatero en el que las mediatri-
ces de los lados se cortan en un punto, o el siguiente problema (véase cuadro 2).

Cuadro 2

‘' Fichler Edidon: Optians ~Alde 7 v

v m%w U "
4 O ey g uin TN

IEERTEE

Sea un punto Pen el lado opuesto al angulo
recto de un tridngulo rectangulo, siendo iy j
las perpendiculares desde P a los dos catetos
del triangulo. jPara qué posicion de P la
suma de las longitudes de iy j es minima?
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Usando Cabri-géométre o Geometer Sketchpad, la posicion de P que satisface
la condicidn se halla en un intervalo. Aun suponiendo que los alumnos usen la ma-
xima precision de medida, en Cabri-géométre no podrian estar seguros de lo que ob-
tienen puesto que el punto Pse mueve como minimo pixel a pixel. En este caso, estos
entornos sugieren una conjetura que debe establecerse por otros medios que no sean
la simple observacién de la pantalla; por tanto, existen problemas que probablemen-
te empujaran a los alumnos a ir mas alla de fa experimentacion y de la observacion,
a pesar de mi comentario anterior.

Pero experimentar significa organizar un campo experimental y sus relaciones
con los objetos matematicos en cuestion. Por ejemplo, en los casos citados anterior-
mente, los estudiantes deben tener en cuenta las propiedades de la pantalia del or-
denador (conjunto de pixeles) y su interaccién con el movimiento de arrastre del
raton [no es facil controlar el movimiento preciso de un punto en la pantalla). Al
igual que en otras ciencias experimentales, la relacidon entre el campo experimental
y su homdlogo conceptual o tedrico no viene dada, debe conceptualizarse. Acepta-
mos asi la problemdtica de la modelizacion.

La cuestion a la que puede llegarse en este punto es conocer que parte de esta
conceptualizacién esta especificamente relacionada con el entorno informatico;
esta cuestion sera abordada en el siguiente apartado. *

Modelizacion 2: la fidelidad imposible

Para resaltar fa importancia del problema surgido cuando se presenta la nece-
sidad de elegir, y en la propia eleccion, tomaré un ejemplo relacionado con un as-
pecto basico de la representacion del conocimiento en fa ciencia computacional.

Consideremos expresiones algebraicas como ias que manipulamos en el dlgebra
elemental. Estas expresiones pueden percibirse como series de caracteres, 5x + 2x{x-3),
0 como una estructura de arbol (véase cuadro 3). Escoger una representacion entre
las posibles determina el tipo de manipulacidon posible en el interface del sistema. Si

) se escoge la estructura de arbol

Cuadro 3 (como se hace, por ejemplo, en el
entorno de aprendizaje APLUSIX;
Nicaud, 1989) algunas manipula-
ciones no seran posibles. Por
ejemplo, un usuario no puede ex-
M traer 5x + 2x de 5x + 2x(x-3)
puesto que no puede encontrarse
ninguna manipulacion de sub-
. . . arbol que lo explique. Por otro
lado, escoger una estructura de
lista {como se hace en el entorno
5 X 9 X X 3 de aprendizaje PIXIE; Sleeman,
1982) permite este tipo de mani-
pulaciones y, por tanto, ofrece la
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posibilidad de tener en cuenta los éxitos y fracasos de un alumno en to que a mani-
pulaciones algebraicas basicas se refiere, como por ejemplo, la siguiente transforma-
cion: 5x + 2x(x-3) — 7x(x-3).

Como reaccion a lo que podrian con5|derarse limitaciones técnicas, a veces se
sugieren otras practicas, para que los efectos citados dejen de existir. Pero estas su-
gerencias olvidan que otras practicas causarian otros efectos secundarios o no
intencionados. A menudo se sugiere que las representaciones multiples serian una
posible solucion para este tipo de problema, pero esto presupone que pueden enu-
merarse y describirse exhaustivamente las representaciones relativas a una parte
dada de conocimiento. Un rdpido vistazo a |a historia del conocimiento humano, in-
cluso limitandose a la ciencia o a las distintas representaciones que marcan el desa-
rrollo de los alumnos, puede convencer a cualquiera de que tal empresa esta conde-
nada al fracaso.

La cuestion no es evitar completamente todos los posibles efectos secundarios,
ya que toda representacion tiene efectos productivos; se trata de ser capaz de des-
cribir en qué consisten con el maximo detalle. De -hecho, sugeriria que en primer
lugar la representacion no debe evaluarse in abstracto sino comparandola con su
proposito intencionado. En los casos anteriormente citados, hay que tener en cuen-
ta que PIXIE se centra en el diagnostico de reglas mal formadas en la manipulacion
elemental de formulas algebraicas, mientras que APLUSIX se centra en problemas de
factorizacion.

La literatura sobre la tecnologia nos muestra que el problema de la relacidn
entre una representacion y lo que representa a menudo se plantea en términos de fi-
delidad. Esto podria proceder de las investigaciones sobre el disefio de entornos para
entrenar comportamientos:

Para poder comprender y aprender el dominio, el estudiante necesitaria una represen-

tacion aftamente realista del aparato o del entorno y de técnicas igualmente realistas

para interaccionar con esta interface. Esta creencia ha llevado al desarrollo de simula-
dores de vuelo y de sistemas de entrenamiento de mantenimiento que estdn basados
en aparatos del mundo real y.que aportan al estudionte experiencias directas tanto

con los aparatos como con el problema del dominio en que se usan. (Miller, 1988, p.

175)

La investigacion en esta direccion ha llevado al desarrollo de interfaces que
permiten simular conceptos abstractos como velocidad, energia o vectores para
hacer posible su manipulacion directa.

De hecho, se necesita algo de fidelidad. Nadie esperaria ver un circulo que no
tuviera forma de circulo. En cierto modo, podriamos parafrasear a Bresenham {1988,
p. 348) diciendo que todo entorno informatico debe cumplir el principio WYSIWYE
(WhatYouSeelsWhatYouExpect): lo que ves es lo que esperas ver. Pero el problema es
mucho mas complicado porque esta relacionado con la complejidad y con la especi-
ficidad del ordenador como medio. Para clarificar esto, daré algunos ejemplos de
geometria.

Volvamos a Cabri-géometre. Este software permite dibujar un punto P en un
segmento, sin ninguna otra condicion que la de ser uno de los puntos del segmento
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(Ia relacion basica aqui es la de punto sobre un objeto). Cuando se arrastra en la pan-
talla un extremo del segmento, P también debe moverse, por lo tanto, debe tomarse
una decision en cuanto a su comportamiento. Esta decision puede tomarse de acuer-
do con lo que ocurriria usando lapiz y papel, o podria decidirse escoger al azar un
nuevo punto para cada nueva posicion de los extremos del segmento. Pero en este
caso P sorprendentemente saltario de lugar a lugar. Podria preferirse que P, al igual
que los demas puntos, siguiera una trayectoria continua. £n el caso de la mayoria de
DGEs, esto se obtiene obligando que P divida el segmento siempre segun la misma
razon. La consecuencia es que Pdeja de ser un punto cualquiera del segmento: cuan-
do un extremo del segmento se mueve manteniéndose sobre una linea dada, la tra-
yectoria de P es una linea homoteética... Aunque es un invariante perceptual, esta
propiedad no debe considerarse una propiedad geométrica ya que es el resultado de
una eleccidn arbitraria en el proceso computacional.

La decisién tomada por los disefiadores de los DGEs podria ser objeto de una
discusion interminable; sin embargo, en todos los casos, es preciso tomar este
tipo de decisiones. Y sea cual sea la decision tomada nos corresponde a nosotros,
como educadores en matematicas, caracterizar sus efectos y sus posibles conse-
cuencias.

Llamaremos transposicion computacional (Balacheff, 1993) al proceso que
conduce a la especificacion y posterior puesta en practica de un modelo de conoci-
miento. La transposicion computacional se refiere al trabajo necesario para cumplir
los requisitos de la representacion simbolica y de [a computacion. Dado que no es po-
sible encontrar una solucion que evite una desviacion entre las representaciones y lo
que intentan representar, estos problemas podrian tratarse cambiando las cuestiones
relacionadas con la fidelidad por aspectos relacionados con la delimitacion del do-
minio epistemoldgico de validez de la modelizacion o de la representacion escogida
(Balacheff, 1991; Balacheff y Sutherland, 1994).

Si los alumnos deben construir su conocimiento a partir de la interaccion con
estos entornos, entonces los temas aqui tratados son cruciales. Las caracteristicas del
comportamiento del software, incluyendo las no intencionadas, se transformaran,

. probablemente, en caracteristicas

Cuadro 4 especificas del significado cons-
truido por los estudiantes. Un ul-
timo ejemplo ilustrara este punto.

En la primera version del Geo-
meter-Sketchpad, el dibujo de un
segmento estaba constituido por un
conjunto de tres objetos: una linea
y dos puntos. Esta representacion ya
no se usa en la ultima version del
software, pero puede adivinarse
que existio tal representacion. En el
cuadro 4 se muestra el dibujo de la
imagen simétrica de un segmento
respecto de un eje de simetria.
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La imagen del segmento de la derecha no tiene extremos, entonces uno podria
plantearse si se trata o no de un segmento. Podrian hacerse estas dos observaciones:
. En primer lugar, para obtener una adecuada representacion de un segmen-
to deberia haber seleccionado, como saben todos los usuarios del Geome-
ter-Sketchpad, los tres elementos de la representacion del segmento de la
izquierda del dibujo.
- En segundo lugar, la linea de la derecha —que podriamos llamar segmento
abierto— es un objeto del Geometer-Sketchpad ya que puedo usarlo para
realizar nuevas acciones, por ejemplo, construir su punto medio.

La cuestion que se plantea ahora, desde un punto de vista cognitivo, es la si-
guiente: jen este entorno, qué sera para los alumnos un segmento? El segmento
puede tener propiedades bastante distintas a las tradicionales, los extremos, por
ejemplo, parecen tener un estatus bastante especial (un segmento esta formado por una
linea y dos extremos).

Estas transformaciones de las representaciones de los objetos pueden ser tan
profundas que pueden llegar a cambiar la naturaleza de los problemas que abarcan.

Un ejemplo clasico es el de LOGO, para el cual un circulo es una curva de cur-
vatura constante, mientras que en la mayoria de DGEs modernos se define como un
conjunto de puntos a una distancia constante de un punto dado. El problema de di-
bujar tres circulos exteriores tangentes dos a dos no tiene el mismo grado de com-
plejidad en ambos entornos; en LOGO se trata de una cuestion especiaimente dificil.

La transposicion computacional y el dominio de validez epistemoldgica estan
intrinsecamente relacionados. Un tema clave de investigacion en la proxima década
sera entender los procesos relacionados, especialmente sus caracteristicas intrinsecas
{las que no se modificaran con el progreso técnico), y desarrollar marcos tedricos y
metodologias para la identificacion de un dominio epistemologico de validez.

Modelizacion 3: el origen de posibles malentendidos
en la ensenanza

¢Los elementos de la nueva complejidad que acabo de comentar pueden tener
efectos importantes sobre la ensefianza? En efecto, los tienen por lo menos en dos
sentidos: .

. En primer lugar, los entornos informaticos pueden facilitar que el alumna-
do desarrolle nuevas concepciones acerca de los objetos matematicos, de
maneras que todavia no estamos preparados para afrontar.

. Ensegundo lugar, plantean al profesorado nuevos problemas en el diagnos-
tico de la comprension y la produccion de los estudiantes, debido a que para
comprender las producciones de software es necesario tener una vision de
los procesos subyacentes y de las estructuras de conocimiento.

Las dos situaciones siguientes pretenden ejemplificar esta afirmacion.
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Consideremos el siguiente problema (cuadro 5).

Cuadro 5

Construye un triangulo ABC. Construye
un punto Py su punto simétrico P17 res-
pecto a A Construye P2, el punto simé-
trico de P17 respecto a By construye P3,
el punto simétrico de P2 respecto a C
Mueve P, ;Qué puede decirse de la fiqu-
ra cuando P3y Pcoinciden? Construye el
punto / de tal forma gque sea punto
medio del segmento PP3. (Qué puede
decirse del punto f cuando P se mueve?
Explicalo. {De Capponi y Laborde (1995}
Cabri-classe, hoja 4-10.)

Habiendo construido la figura con Cabri-géometre, la manipulacion directa del
punto P muestra un hecho obvio: e/ punto | no se mueve. Puesto que / depende di-
rectamente de Py P3, dos puntos gque se mueven cuando P se mueve, este hecho pare-
ce sorprendente. El reto de esta situacién consiste en dar una explicacion.

Examinemos la interaccion entre una profesora y un estudiante, Fabien, sobre
este problema (se puede encontrar un andlisis mas detallado en Balacheff y Soury-
Laverge, 1995). Fabien ha observado el hecho pero no tiene ninguna idea de la jus-
tificacion: «El punto / no se mueve, pero ¢ y qué?» Ya que Fabien se ha dado cuenta
espontaneamente del paralelogramo ABCI ia profesora le anima a centrarse en él, y
el alumno demuestra que ABC/ es un paralelogramo. En esta etapa, desde el punto
de vista de la geometria (y de la profesora), el motivo por el cual / permanece inmo-
vil mientras P se mueve es obvio. La profesora le proporciona pistas a Fabien:

«Oye!l ¢Qué significa que cuando Pse mueve, f no se mueve? Te dice que /es jcomo?» [protocolo 113]

«Has usado muchos puntos intermedios, pero si consideramos la conclusion de que los puntos P,
P1, P2, P3 ya no juegan ningun papel...» [protocolo 117]

«Pero si no se mueve cuando mueves P ;jqué te dice? / el punto /, me has dicho que se movia de
acuerdo con /qué punitos?s [protocolo 139]

«Los otros, no se mueven. ;Ves lo que quiero decir? Entonces ;como podrias definir finalmente el
punto /sin usar los puntos P, P1, P2y P3?» [protocolo 143]

Pero todavia no ve lo evidente. Avanzada la interaccion, la profesora le explica
los motivos matematicos de la inmovilidad de /, produciendo un genuino efecto: jAh!
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Para explicar la inmovilidad de /, la profesora tuvo que conseguir que el estu-
diante estableciera un vinculo entre un mundo mecdnico —el de la interface de
Cabri-géomeétre— y un mundo teorico —el de la geometria. Sélo este vinculo puede trans-
formar el hecho observado de la inmovilidad de [ en un fenémeno, la propiedad de
invariancia de /. Las intervenciones de la profesora siguieron una actuacion sujeta a
las limitaciones del contrato didactico que funcionaron como un requerimiento pa-
radgjico: cuanto mas precisa era la explicacion de la profesora sobre lo que Fabien
debia hacer, mas se arriesgaba a provocar la desaparicion del aprendizaje deseado
(Brousseau 1997, p. 66).

Al compartir la pantalla como un campo comun de experimentacion, el estudian-
te y el profesor pueden compartir hechos, pero no fenoémenos. En otras palabras, no
basta con mirar la pantalla del DGE para ver la geometria de una situacion. En cierto
modo, la profesora podria haber dicho ¢no lo ves?, sin darse cuenta de que ve?he? saber;
esto proporciona una vision distinta de la relacion entre matematicas y visualizacion.

Escuchemos a otro estudiante, Sébastien [protocolo 78-84]:

SesasTEN: Por tanto... He dicho que... Pero no es muy claro... Que cuando, por ejemplo, popemos
P a la izquierda, entonces P3 compensa hacia la derecha. Si sube, entonces el otro baja...

ProrFesorA: Entonces...

SesasTIEN: Pero no he encontrado ninguna prueba matematica, mm...

Proresora: Bien, entonces jqué puedes decir acerca de {7 Que... jPor qué / es invariante? ;Por qué
no se mueve?

SteasTien: Esto es exactamente lo que no he encontrado... como demostrar que... de hecho P3...
niega el movimiento de P.

Este fragmento del protocolo de Sébastien nos da mas evidencias explicitas de
que el paso del mundo mecanico al mundo geométrico no es obvio, aun habiendo
percibido la necesidad de establecer dicho paso.

Me atrevo a afirmar que.este paso de la pantalla del ordenador a las matema-
ticas es un proceso de modelizacion.

El ordenador, como maquina fisica, crea tres universos distintos con una fuerte
interaccion y entre los cuales es dificil establecer delimitaciones: el universo inter-
no (dentro de la caja), la interface y el universo externo, en el que nos hallamos. En
el cuadro 6 de la pagina siguiente se ilustra esta division. Si lo analizamos desde el
punto de vista del problema que estamos estudiando, podriamos describir la situa-
cion del modo siguiente: la invariancia de / es un resultado del modelo geometrico
implementado y que le permite mantener |a coherencia y las limitaciones de una
construccion dada, a la vez que permite la manipulacion directa de los objetos li-
bres. El usuario traduce dinamicamente esta invariancia debido al hecho de la in-
movilidad de | en la interface. El usuario debe reconstruir el significado de este
hecho a partir del conocimiento que posee, pero este significado no es en absoluto
un significado dado.

£l tema de la transposicion computacional ha revelado el problema de la ex-
presion de un modelo bajo limitaciones computacionales. Este problema aparece de
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Cuadro 6

nuevo en relacion con los usuarios cuando quieren expresar su conocimiento en el
contexto de un determinado software. En cierto modo, deben realizar una transpo-
sicion local de su conocimiento para poder manejar las limitaciones especificas del sis-
tema que usan.

En geometria no existe un Unico método para producir una construccion geo-
métrica. Consideremos el caso de un triangulo rectangulo; su construccion podria
basarse en el hecho de que dos de los lados son perpendiculares; otra construccion
podria basarse en el hecho de que un tridngulo con un vértice sobre una circunfe-
rencia, y cuyo lado opuesto es el didametro de dicha circunferencia, es un triangulo rec-
tadngulo. La manipulacion directa de estas dos construcciones se comportara de modos
distintos mientras que el dibujo sera siempre el mismo (cualquier conjunto de pixe-
les obtenido de una manera puede obtenerse de la otra). Esta transposicion del co-
nocimiento del usuario al medio computerizado, que es un tipo de actividad de mo-
delizacién, puede ser el origen de dificultades en la comunicacion, como se ilustra en
el cuadro 7. ‘

Finalmente Fabien y su profesora utilizaron las funciones de Cabri-géometre
que les permiten ver los objetos escondidos para clarificar la construccién. Este ulti-
mo ejemplo es la situacion tipica con la que se encuentran los profesores cuando,
para poder entender el sentido de las producciones de los alumnos, deben tener in-
formacion acerca del proceso que les ha llevado a realizarlas. La complejidad de este
proceso v la gran variedad de posibilidades hacen que esta tarea sea mucho mas dura
que |a de los clasicos entornos de lapiz y papel. Requiere un conocimiento del soft-
ware que va mas alla del conocimiento del manual del usuario o incluso de sus es-
pecificaciones iniciales.

En un dominio distinto al de la geometria, el de la ensefianza de las fracciones,
Ohlsson (1991) nos da un claro ejemplo de una creencia ampliamente compartida por
los cientificos computacionales y los disefiadores de software. Este autor describe un
software para el aprendizaje de las fracciones que ofrece al estudiante dos ventanas dis-
tintas; una de ellas muestra las fracciones (registro matematico) y esta asociada a otra
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Cuadro 7

Un circulo dibujado usando un punto O como centro y pasando por un punto P no diferira a pri-
mera vista del dibujo de un circulo definido por un centro Qv con un radio dado sobre el cual se
dibuja un punto P {como punto sobre objeto). Volvamos a la interaccion entre Fabien y su profe-
sora: El siguiente extracto breve [protocolos 326-343] ifustra bien el tema que quiero plantear:

C

A

Proresora: Bien. Entonces, tu triangulo jsera siempre isosceles?

FaBiEn: Si .

PROFESORA: shacemos una pequefia comprobacion? Espera, este punto [sefialando la pantalla]... no
puedo moverlo jpor que? Se ve que esta mas 0 menos bien. Mira, intentaré mover el punto C
solo para ver lo que pasa. jEh! iPor qué el punto B sigue cuando muevo el punto C. jEs extrafo!

FaBiEN: jcomo?

Proresora; El punto C..

FABIEN: ¢Si?

PROFESORA: ... cuando muevo el punto C, el punto B lo sigue y el punto A no se mueve. ;Como lo
hiciste?

FABIEN: Si, porque es un circulo.

Profesora: Esta en un circulo...

Fasien: Exacto, Ces el centro del circulo...

PROFESORA: Si ...

FaBien: Y By A estan en el circuio.

Proresora: Mm... Bien, ¢has conectado B al circulo? ;como lo has hecho?

FaBien: No, no. C es el centro del circulo.

Proresora: C es el centro, pero /y tu punto B7

FABIEN: Espera, te lo mostraré.

ventana que muestra un conjunto de ilustraciones relacionadas (el mundo concreto de
las particiones). A continuacion Ohlsson afirma lo siguiente:
[Esta] atrayente caracteristica permitio [al estudiante] obtener feedback matemdtico
de sus acciones fisicas. (ibid. p. 55)

Pero también indica que, sin embargo, el estudiante podria llegar a una «idea in-
correcta» (ibid.). Por lo tanto, plantea, entre otras, la siguiente cuestion:

JPor qué construyo el estudiante una idea y no otra? ;Hubiera sido posible anticipar que

este ejercicio flevaria g establecer esta ideq concreta?. {ibid)
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Estos aspectos son cruciales para que el profesor pueda controlar et aprendiza-
je. Ohlsson busca una respuesta en la linea de las teorias del aprendizaje, pero yo su-
giero que esta complejidad quizas podria entenderse mejor a partir de la observacion
de las caracteristicas matematicas tanto del entorno como de la situacion de apren-
dizaje, ya que las teorias del aprendizaje modernas enfatizan, aunque de formas dis-
tintas, la importancia del proceso de adaptacion del aprendiz a su entorno. Las ca-
racteristicas del entorno son, pues, cruciales en la construccion del significado. Por lo
tanto, explorarlas desde el punto de vista de las conceptualizaciones que estimulan
es tan esencial como explorar los posibles procesos cognitivos del aprendiz. El resul-
tado de los procesos cognitivos del aprendiz depende, en gran medida, de las carac-
teristicas del entorno.

Conclusion

Actualmente, la comunidad investigadora esta estudiando muchas cuestiones,
tanto fundamentales como técnicas, en el campo del disefio y la implementacion de
entornos informaticos de ensefanza y aprendizaje. Algunas de ellas son ya clgsicas,
como las modelaciones de los estudiantes, la explicitacion del conocimiento, la pro-
duccion automatica de explicaciones, etc. No obstante, hay otras cuestiones que
todavia no se estan investigando, quizas debido a que en el actual escenario de in-
vestigacion no existen vinculos sélidos entre los cientificos computacionales y los
investigadores en educacion matematica. Me gustaria finalizar formulando algunas
de estas cuestiones.

La introduccién del software educativo, del tipo que sea, hace que la situacion
de ensefianza y aprendizaje sea mucho mas compleja desde un punto de vista didac-
“tico porque tn sistema T informatico es, ante todo, la materlallzamorﬁfﬁéruna fecnolo-
gia simbdlica. Esta particularidad juega un papel clave en dos sentidos:

- Por una parte, madificando el objeto de ensefianza como resultado del pro-

ceso de transposicién computacional.

. Por otro lado, modificando 1as relaciones que uno puede tener con dichos

objetos o el tipo o de problema que resulta relevante o de interés.

El profesorado dificilmente sera capaz de introducir estas tecnologias en su
practica diaria si no esta bien informado sobre todos los aspectos que pueden deter-
minar su fugar y su papel preciso en un proceso didactico. Afirmaria que los profe-
sores deben conocer los entornos de aprendizaje informaticos desde un punto de
vista didactico. ,

Un aspecto clave concierne a la posibilidad del profesor de controlar la situa-

[, cién de aprendizaje, al mismo tiempo que da suficiente autonomia at estudiante para

T

que pueda desarrollar un auténtico proceso de aprendizaje. La riqueza y la compleji-
dad del resultado de ia interaccién entre el aprendiz y la maquina es tal que el pro-
fesor dificilmente podra estar sequro de haber comprendido todas las producciones
de los estudiantes. Esta cuestion es especialmente importante en el caso de la tuto-
ria a distancia debido a las limitaciones temporales. Esto hace que sea necesario de-
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sarrollar maquinas que sean capaces de interaccionar con el profesor para facilitarle
su tarea, concretamente en lo que a la interpretacion y la correccion de las produc-
ciones de los alumnos se refiere.

Otro aspecto clave que me gustaria destacar es la necesidad de progresar en {a
formacién de profesores para que comprendan mejor las matematicas del ordenador.
Los entornos informaticos plantean una dificultad intrinseca si se les compara con los
entornos materiales clasicos, debido a la representacion dinamica que exhiben vy a su
autonomia de accion. Estas caracteristicas probablemente cambiaran las relaciones
entre el aprendiz y su entorno simbdlico, pero también las relaciones entre el profe-
sor y su entorno de trabajo. Me atrevo a sugerir que la modelizacion puede ser la pa-
labra clave para encontrar una respuesta. Si es asi, deberiamos considerar que esta/
relacion forma parte del contenido matematico que debemos enseniar.
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